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1. Grenzwertsätze 
Der wichtigste Grund für die Häufigkeit des Auftretens der Normalverteilung 

ergibt sich aus den Grenzwertsätzen. 

Grenzwertsätze sind Aussagen über eine Zufallsvariable für den Fall, dass die 

Anzahl der Beobachtungen n gegen Unendlichkeit strebt. 

 

Zu den wichtigsten Grenzwertsätzen zählen das Schwache Gesetz der großen 

Zahlen und der zentrale Grenzwertsatz.  

 

Annahme:  sei eine n-dimensionale Zufallsvariable, deren Komponenten X

1 2, , , nX X X…  stochastisch unabhängig und identisch verteilt sind. 
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Aus der identischen Verteilung folgt, dass alle Komponenten den gleichen 

Erwartungswert µ=)( iXE  und die gleiche Varianz haben. 2)( σ=iXV

 

1.1 Das Gesetz der Großen Zahlen 

Erste Formulierung stammt von POISSON: „la loi des grands nombres“ (1837). 

Poisson meinte dabei eine große Zahl von Versuchen bei einem Zufallsexperi-

ment. 

 

Zufallsvariable  mit dem Erwartungswert X µ  und der Varianz 2σ  sei Realisation 

eines Zufallsexperimentes. 

 

Das Experiment wird n-mal wiederholt: 
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µ=)(
___

nXE  und n
XV n

2___

)( σ
=  

 

Aus der letzten Gleichung ist ersichtlich, dass die Varianz des Stichproben-

mittelwertes umso kleiner wird, je größer der Stichprobenumfang n ist.  

Wenn n gegen unendlich strebt, konvergiert die Varianz gegen den Grenzwert 

Null: 

0)(lim =
∞→

n
n

XV  

 

Je größer n und je kleiner damit die Varianz der Verteilung von nX  wird, desto 

näher wird das arithmetische Mittel einer Stichprobe x  bei µ  liegen. 

Schwaches Gesetz der Großen Zahlen:
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Seien X1, X2, …, Xn unabhängig und identisch verteilte Zufallsvariablen, deren 

Erwartungswerte µ=)( iXE und Varianzen existieren, und sei nX das 

arithmetische Mittel aus ihnen. Dann gilt für jedes beliebig kleine 0>ε  

 

0)|(| →≥− εµnXP       für ∞→n  

 

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Abweichung des arithmetischen Mittels nX vom 

Erwartungswert µ  größer oder gleich einem vorgegebenen Wert ε  ist, geht für 

große n gegen null. Mit anderen Worten: 
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Das Schwache Gesetz der Großen Zahlen besagt, dass sich eine Folge von 

Zufallsvariablen (Folge der arithmetischen Mittel nX ) mit wachsendem n dem 

Erwartungswert µ nähert (gegen den Erwartungswert konvergiert): 

µ=
∞→

n
n

Xp lim  Der Wahrscheinlichkeitslimes von nX ist gleich µ. 

Dies ist eine stochastische Konvergenz oder die Konvergenz nach 

Wahrscheinlichkeit. 

 

Zu beachten: der Wahrscheinlichkeitslimes ist vom gewöhnlichen Limes zu 

unterscheiden. Im Gesetz der großen Zahlen wird nicht behauptet, dass 

µ=
∞→ nn

xlim , also dass die Folge der beobachteten arithmetischen Mittel 
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nx gegen µ  konvergieren würde, sondern die Wahrscheinlichkeit für die 

Abweichung ε≥  wird immer kleiner. 

 

 

Das Starke Gesetz der großen Zahlen behauptet eine stärkere Konvergenz  

(fast sichere Konvergenz): 

 

1)(lim == µnXP  

 

 

 

 

 
6



Prof. Dr. Roland Füss Statistik II SS 2008Prof. Dr. Roland Füss Statistik II SS 2008
 

Beispiel: historische Lottozahlen (Zeitraum: 25 Jahre, Stichprobenumfang: 

9114) 
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Empirisch:

2211,259114/)20749...194319421871( =⋅++⋅+⋅+⋅=x  

1651,146512,200 ==xs  

 

Theoretisch:  

252/502/)149( ==+=µ   (Erwartungswert einer gleichförmig verteilten 

Variablen) 

1421,1420012/)149( 2 ==−=xσ  (Standardabweichung bei Gleichver-

teilung)  
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1.2. Bernoullis Gesetz (Jacob Bernoulli, 1668):  
 

 
 

Bernoullis Gesetz ist ein Spezialfall des allgemeinen Gesetzes der großen 

Zahlen. 

 

Der Begriff der relativen Häufigkeit ist mit dem Begriff der Wahrscheinlichkeit eng 

verbunden. Die relative Häufigkeit eines Ereignisses aus unabhängigen 
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Wiederholungen eines Zufallsexperiments wird als eine Näherung für die 

Wahrscheinlichkeit des Ereignisses angesehen.  

 

Das Zufallsexperiment sei ein Bernoulli-Experiment mit n unabhängigen 

Versuchen. Bei jedem Versuch tritt das Ereignis A mit der Wahrscheinlichkeit p 

ein. 

 

 

Die Zufallsvariable sei eine Bernoulli-Variable, die wie folgt definiert ist: 

 

⎩
⎨
⎧

−

−
=

ritteVersuchtenibeimAfalls
ritteVersuchtenibeimAfalls

X i int,0
int,1
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Für jeden einzelnen Versuch i gilt: 

 

E(Xi) = p      und       V(Xi) = pq,    wobei q = 1-p 

 

Die Anzahl der Erfolge in der Versuchsreihe ist binomialverteilt mit den 

Parametern n und p und der Varianz npq. 

 

Wir interessieren uns jedoch nicht für die absolute Anzahl, sondern für die 

relative Häufigkeit der Erfolge in der Versuchsreihe: 

 

∑
=

==
n

i
inn X

n
XH

1

1
       relative Häufigkeit des Eintretens von A 
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Die Zufallsvariable   liegt zwischen  nH 10 ≤≤ nH  

 

Für die Zufallsvariable gilt: nH

 

 

npqHV
pHE

n

n

/)(
)(
=
=

 

 

Der Erwartungswert der relativen Häufigkeit  entspricht der Erfolgswahr-

scheinlichkeit p und die Varianz der relativen Häufigkeit wird umso kleiner, je 

größer die Anzahl der Versuche ist. Wenn n gegen Unendlichkeit strebt, 

konvergiert die Varianz gegen den Grenzwert Null: 

nH

nH
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0)(lim =nHV  

 

Für sehr große n wird die relative Häufigkeit einer Versuchsreihe nahe bei 

dem Wert p liegen. Je größer n wird, umso kleiner wird das Intervall um p sein, in 

das der Anteilswert einer Versuchsreihe mit großer Wahrscheinlichkeit fällt. 

nh

nh

 

Ein Bernoulli-Experiment mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p werde n-mal 

unabhängig wiederholt,  sei dabei die relative Häufigkeit der Erfolge. Dann gilt nh

für jedes beliebig kleine ε > 0:  

 

∞→→≥− nfürpHP n 0)|(| ε  (Bernoullis Gesetz der großen Zahlen) 
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Andere (äquivalente) Schreibweise:  

 

 

pHp n
n

=
∞→

lim  

 

 

Bernoullis Gesetz der großen Zahlen besagt, dass die relative Häufigkeit 

stochastisch gegen die Wahrscheinlichkeit p konvergiert. nH
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Das Schwache Gesetz der großen Zahlen bildet eine Brücke zwischen dem 

theoretischen Konzept der Wahrscheinlichkeitsrechnung und den beobachtbaren 

Ergebnissen von Zufallsexperimenten. 

Im Sinne der stochastischen Konvergenz ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereig-

nisses gleich dem Grenzwert der relativen Häufigkeit bei wiederholter unabhän-

giger Durchführung des Experiments. 

 

1.3. Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktion (Hauptsatz der 
Statistik) 
 

Nicht nur die Konvergenz der Mittelwerte, sondern auch die Konvergenz der 

ganzen Verteilungsfunktionen kann durch die Grenzwertsätze beschrieben 

werden. 
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Die empirische Verteilungsfunktion konvergiert mit zunehmendem Stich-

probenumfang n gegen die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion für 

: 

)(xFn

)(xF

∞→n

 

)()(lim xFxFp n
n

=
∞→

 

 

Andere Schreibweisen: 1))()(lim(,0))()((lim ===−
∞→∞→

xFxFPxFxFp nnn
n
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Bsp.: auf einem PC werden Zufallszahlen gezogen, gleichförmig verteilt über 

dem Intervall [0, 10]. Quelle: J. Schira, S. 404-405. 

 

 
Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktion gegen die 

Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion. 
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1.4. Der zentrale Grenzwertsatz 
Sei X1, X2, …, Xn eine Folge von unabhängigen und identisch verteilten 

Zufallsvariablen mit .  )()( 2
ii XVundXE == σµ

 

Wir betrachten die Summe dieser Zufallsvariablen  S  = X  + X  + ... + X .n 1 2 n

Der Erwartungswert von der Summe Sn ist nµ und die Varianz ist nσ2. 

 

Dann strebt die Verteilungsfunktion der standardisierten Größe 

 

n
X

n
nS

Z nn
n /σ

µ
σ

µ −
≡

−
=                     ( nSX nn /= ) 

 

mit wachsendem n gegen die Standardnormalverteilung 
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∞→→ nfürzFzF nStnn )()( . 

 

Vorteil des zentralen Grenzwertsatzes: er stellt keinerlei Anforderung an die ur-

sprüngliche Verteilung. Die Verteilungsfunktion der Summe bzw. des arithme-

tischen Mittels der identisch verteilten und unabhängigen Zufallsvariablen 

konvergiert bei n→∞ gegen die Normalverteilung. 

 

Dies erklärt die Sonderstellung der Normalverteilung, ihre große theoretische und 

praktische Bedeutung. 
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