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7. Stochastische Prozesse und Zeitrethenmodelle

=> Regelmafigkeiten in der Entwicklung einer Zeitreihe, um auf zukutnftige

Entwicklung zu schliel3en

-> Verwendung zu Prognosezwecken

Univariate Zeitreihenanalyse

=> fur Prognose werden nur endogene Variablen verwendet, d.h. nur Beobach-

tungswerte derselben statistischen Variablen
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grundlegendes Konzept ist der stochastische Prozess:

Definition:

Eine zeitlich geordnete Folge von Zufallsvariablen

Y=Y, Y0 Y,

heil3t stochastischer Prozess (Sequenz von endlich vielen oder (abzahlbar) un-

endlich vielen Zufallsvariablen bzw. Wertemenge), {Y\fUraIIe ganzen Zahlen t}.

Zeitreihenmodelle basieren auf der Annahme, dass die zu prognostizierende

Zeitreihe durch einen stochastischen Prozess generiert wird. Bei endlich vielen
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ZVs kann der stochastische Prozess durch gemeinsame Verteilungsfunktion

vollstandig angegeben werden.

Realisation der Lange T des stochastischen Prozess: vy, Y,,Y,,..., Y, , wobei jeder
Beobachtungswert von einer anderen ZV generiert ist, d.h. jeder beobachtete
Wert einer Zeitreihe entstammt zufallig einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Ein
stochastischer Prozess stellt einen Zufallsprozess {Y} dar, welcher Werte
zwischen —o und +co annehmen kann. Der beobachtete Wert y, zum Zeitpunkt

T beschreibt eine Realisation dieser stochastischen Prozesse.
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7.1 Kennzahlen stochastischer Prozesse

|.d.R. gentigt die Angabe der ersten und zweiten Momente der ZV, womit der
Prozess hinreichend charakterisiert ist. Erwartungswerte, Varianzen und

Kovarianzen sind als eine Funktion von t und j zu sehen.

Definition:
1. wu(t):=E(Y,) Mittelwertfunktion
2. o(t) =V(Y,), Varianzfunktion
3. 7;(t) = Cov(Y,,Y,_;), Autokovarianzfunktion, mit o*(t) = ,(t)
4 _ 7;(1) . :
p;(t) = _ Autokorrelationsfunktion
o(t)-o(t-1])

des stochastischen Prozesses {Y, |
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7.2 Stationare stochastische Prozesse

Ann.: zeitliche Stabilitdt des stochastischen Prozesses (bestimmte mogliche
Prozesse werden vorgegeben)
Sind die ersten beiden Momente eines stochastischen Prozesses unabhangig

vom Zeitindex, so ist der Prozess stationar.

Definition: Schwache Stationaritat

Ein stochastischer Prozess {Y,} heiRt schwach stationar, wenn fiir alle t und j
gilt: 1. pu(t)=x oder E(Y,)=u=const., fur allet mittelwertstationar

2. c’(t)=0" oder o =0c"=const., fur allet varianzstationar

3. y;(t)y=y; oder Cov(Y,Y,_;)=0; =o,; =const., fur allet kovarianzstat.
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Kovarianzen hangen lediglich von Entfernung j ab, aber nicht vom Zeitindex t

Bei stationaren Prozessen gilt fur jedes j:

p =1 mit -1< p, <+1
Yo

Definition: Strenge Stationaritat

Prozess, bei dem gemeinsame Verteilungsfunktion jedes endlichen zusammen-

hangenden Teiles von ZVs Y,,Y,,Y,,...,Y. gleich der Verteilungsfunktion des um k

Zeitpunkte verschobenen Teiles Y, ,,Y,.,,Ya,r--» Y, iSt, heildt streng stationarer

stochastischer Prozess, d.h. gemeinsame Verteilung ist zeitinvariant.

Y(t+1),...,Y(t+m) hat die gleiche gemeinsame  Verteilung  wie

Y(t+1+Kk),...,Y(t+m+Kk), wobei k eine willktrliche positive ganze Zahl ist.
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Alle Y, sind identisch verteilt, aber nicht notwendigerweise unabhangig.

Strenge Stationaritat ist eine starkere Eigenschaft. Jeder streng stationare

stochastische Prozess ist auch schwach stationar.
Aber:
Eigenschaft der Stationaritat ist nicht hinreichend, um konsistente Schéatzer zu

erhalten.

Vorauss.: unabhangige Stichproben nicht gegeben (Abhangigkeitsstrukturen)
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Definition eines ergodischen Prozesses:

Ein stationérer stochastischer Prozess {Y,} mit Mittelwertfunktion x und

Kovarianzfunktionen y; heif3t

.
1. mittelwertergodisch, wenn lim E(%ZYIJ = U
=1

T—>w

2. kovarianzergodisch, wenn flr alle |

limE (%Z(Yt —1)(Y; - u)] =7,

Autokovarianz sollte nicht zu grol3 sein bzw. sollte mit zunehmender Entfernung

j schnell genug kleiner werden.
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Schéatzen der Kennzahlen

empirische Momente eines stationaren Prozesses kdnnen konsistent geschatzt

werden:
Erwartungswert: a=y
Autokovarianzen: V= T Z (Y = V)Y - Y)
_J t j+1
]
Z (yt - V)(yt—j - 7)
Autokorrelationsfunktionen:  p, =r, = ==— fur j=0,1,2,...

Z(yt o V)Z

(empirische Autokorrelationsfunktion)
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Signifikanztest:

(Autokorelationskoeffizienten signifikant von Null verschieden?)
Hy:p; =0

ZV R, ist unter H; annahernd normalverteilt mit der Varianz 1/T . Man verwendet

die Faustregel:

2
‘rj‘>— = H, verwerfen

\/_F

= zweiseitiger Test auf 5%-Signifikanzniveau (« = 0.05).

11
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White-Noise- und Normalprozess

= einfacher stochastischer Prozess

Definition:

Ein stochastischer Prozess {gt} =&,E,--, ... NeIldt weilles Rauschen, White-
Noise-Prozess, oder reiner Zufallsprozess, wenn

1. E(¢,)=0

2. V(&) = o’ = const. fur jedes t

3. Cov(e,&_;)=0far j>0

White-Noise-Prozesse sind stationar. Sind ¢ eines weilRen Rauschens
normalverteilt, so spricht man von Normalprozess oder Gaussian White Noise.

12
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File Edit Objects View Procs Quick Options Window Help

m Workfile: UNTITLED [=]x]

Range: 1977:12 2000:10 Filter. * Default Eq: Untitled
Sample: 1977:12 2000:10

54 dlogaeger
8 resid

™ Fquation: UNTITLED Workfile: UNTITLED

View| Pross| Objests| Print | Mame | Freeze| Estimate| Foresast| Stats

Date: 05A17/04  Time: 13:15
Sarple: 1978:02 2000:10
Included observations: 273

Autocorrelation Partial Carrelation Q-Stat  Prob

0.6551 0.417
1.8975 0.368
3.3087 0.346
3.3052 0.807
3.8521 0,601
3.8953 0.718
5.8263 0.560
6.3109 0.612
6.0577 0.652
7.80885 0.640
7.8985 0722
78227 07N
6.0858 0.838
6.3820 0.868
8.4753 0.903
87744 0.922
11.890 0.801
12018 0.846
13.185 0.630
13.176 0.870

| | Path = c\windows || DB = none || WF = unitled

13
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7.3 Moving-Average-Prozesse

Autoregressive Moving Average Modelle = ARMA-Modelle

=> fur Kurzfristprognose von guter Qualitat

Drei grundlegende Modelltypen
- Autoregressiver Prozess p-ter Ordnung, AR(p)
- Moving-Average Prozess g-ter Ordnung, MA(Q)

- ARMA-Prozess (p,q)-ter Ordnung, ARMA(p,q)

aulRerdem: ARIMA(p,d,q)-Modell (d = Anzahl der Differenzenbildung)

14
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MA(1)-Prozess

Uber Bildung gleitender Durchschnitte tiber eine White-Noise-Prozess erhalt man

einen neuen stochastischen Prozess

Definition:

Ein stochastischer Prozess {Y,} mit

Yt =a,+t& +oE,

wobei o, und ¢, Parameter sind und die g einen White-Noise-Prozess mit

V(g) =0’ bilden, heilRt Moving-Average Prozess erster Ordung oder MA(1)-

Prozess.

15
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Eigenschaften:

1. u(t)=E(a,+¢ + 5. ) =,

2. y,() =V(a, +& + e )=V () +V (e, ) =L+ a)o?

7(t)=E [Yt —oy) (Yo, — ao)]
=E[(&, + 6, ) (6 + 2E,)]
3. =E(ge,_ )+ aE(e & )+ aE(ge )+ & E(e &, ,)
=0+ E(g_6,,)+0+0

_ 2
- alo-g

16
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Bei MA(1)-Prozess gibt es nur Abhangigkeit der ZV von ihrer jeweils unmittel-

baren Vorgangerin. Samtliche Kovarianzen hoéherer Ordnung als 1 verschwin-

den:

(1+a,)0? fir j=0
V= a0’ fur j =1
0 fur j>1

Kovarianzfunktion ist unabhangig von t,

MA(Q)-Prozess ist immer stationar

17
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Korrelationsfunktion eines MA(1)-Prozesses:

1 fir =0
7,‘ 0[1 .
.= = < fur :1
P; 7, |l+af J
0 fur j>1

d.h. nimmt flr Lags grof3er 1 den Wert Null an

MA(q)-Prozesse

gleitende Durchschnitte mit mehr als zwei White-Noise-Variablen

Yo =0y +&+oE +...+ a6,

18
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Erwartungswert ist konstant und ¢,

Merke:

1. Jeder MA(q)-Prozess ist schwach stationar

2. Seine Kovarianzfunktion bricht ab fur Lags j > g, so dass y; =0

3. Jeder MA(q)-Prozess ist mittelwertergodisch
4. MA(q)-Prozess ist kovarianzergodisch, wenn das ihn erzeugende weilde

Rauschen ein Normalprozess ist.

19
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7.4 Autoregressive Prozesse

autoregressiver Prozess erster Ordnung oder AR(1)-Prozess

= einfachster Prozess von AR-Prozessen bei dem aktueller Wert vom vorherigen
Wert bestimmt wird:

= stochastischer Prozess {Yt} mit der Prozessgleichung

Yt = :Bo + ﬂlYt—l + &

wobei £, und f, feste Parameter sind und {¢,} ein White-Noise-Prozess

20
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Abhangigkeit von allen vorangegangenen Werten:

Y, =6, + LY., +¢&
Y. =B, +B(B,+BY, ,+e. ) +e =B,A+B)+ BN, + (g + Pe )
Y, =B+ B)+ BB+ BY,  +e.,)+ (g + BeE )

=B+ B+ B+ (BN, + (g + B+ Ble,)

Yo=B A+ B+ + B+ BB+ LYo+ )+ (6 + e, +...+ B E,)
=B,Q+ B +.. + B+ BY, + (e, + P +...+ BE)

Einfluss des Startwertes y, nimmt mit wachsende zeitlichen Abstand ab, wenn

18| <1ist.

21
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Satz:

Jeder AR(1)-Prozess, dessen Parameter \ﬁ1\<1, Ist mittelwertstationar, mittel-

wertergodisch, kovarianzstationar. Ist sein weil3es Rauschen ein Normalprozess,

dann ist er auch kovarianzergodisch.

Eigenschaften:

1. Erwartungswert: u = Py
1_181
2. Var(Y)_
. . B - B 2
3. Kovarianzfunktion: y,(t) = E[(Yt )Y, y)] - o, =7,
1

22
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Weitere wichtige Eigenschaft des AR(1)-Prozess:

7/. .
pJ:—J: lj

Y0

d. h. Autokorrelationsfunktion nimmt mit wachsen-dem Lag j ab, wenn f,

betragsmallig kleiner eins ist.

- (0 < B, <1) exponentiell (geometrisch) abnehmendes Verhalten
- (1< B, <0) oszillierendes Verhalten

- ,die-out“-Eigenschaft der Autokorrelationsfunktion

23
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ACF

ACF von AR(1) mit o = 0,9
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ACF von AR(1) mita. =-0,9
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Abbildung 3: Autokorrelationsfunktionen fiir einen theoretischen AR(1)-Prozess.

10 Autokorrelationsfunktion for X = 0.7* (-1) + u

0.8

06

04

02 4

0.0

12 Autokorrelationsfunktion for X = -0.7*(-1) + u

0.8

0.4
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Yi=11y
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Yi=-1,1yeq
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AR(p)-Prozesse

Definition:

Ein stochastischer Prozess {Y,} mit

Ye=6+ Y+ BY, T &
wobei die 4 konstante Parameter sind und {¢,} ein White-Noise-Prozess ist,

heil3t autoregressiver Prozess der Ordnung p oder AR(p)-Prozess.

P(L)Y, = ¢, (komplexe Notation)

mit A(L)=(1-BL-BL —...— B L")

29



- Prof. Dr. Roland Fliss Statistik I SS 2008 &

Folgende Bedingungen miussen fur Stationaritat erftllt sein:

- 181"':82 <1’
- B,- B <1und

- \ﬂ2\<1

Partielle Autokorrelationsfunktion:

= Instrument zur Bestimmung der p-ten Ordnung eines AR(p)-Prozesses.

Yi= o1+ ¢11Yr1 + Uy
Yi= o2+ P12Ye1 + @Yo + Uy

Yi= ozt P13Ye1 + ¢3Yio + P33Ye3 + Uz

30



- Prof. Dr. Roland Fliss Statistik I

wobei d¢o;, #;, und {uy} Konstante, Koeffizienten von Y.; und der Stérvariable
eines AR(j)-Modells sind.

= multiple lineare Regression (Schatzung durch OLS-Methode)

Der geschatzt Koeffizient ¢?212 in der zweiten Gleichung ist die Stichproben-PACF

fir Lag 2 von Y. Der geschatzte Koeffizient ¢33,3 in der dritten Gleichung ist die

Stichproben-PACEF fir Lag 3 von Y, und so weiter.

Nach der Definition erfasst der Partielle Autokorrelationskoeffizient ¢?2,2 2.

Ordnung den zusatzlichen Beitrag von Y., zu Y; uUber das AR(1)-Modell

Y, = ¢, +4Y,, +u, hinaus. Die PACF fur den Lag p zeigt den zusatzlichen Beitrag

31
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von Yy, zu Y; Uber das AR(p)-Modell hinaus, die Stichproben-PACF p-ter

Ordnung sollte nicht Null sein, aber 53“. sollte fir alle j > p nahe Null sein.

Stichproben-PACF eines AR(p)-Prozesses hat folgende Eigenschaften:

- ($p1p konvergiert gegen ¢, wenn Stichprobenumfang T gegen unendlich geht,

~

- ¢, . konvergiert gegen Null fiir alle j > p

= Cut-off-Eigenschaft, d.h. flr einen AR(p)-Prozess, bricht Stichproben-PACF
bei Lag p ab.
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