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3. Intervallschatzungen

3.1. Zufallsstichproben und Stichprobenfunktionen

3.1.1 Zufallsstichproben

Sei X eine Zufallsvariable und seien X, X,,..., X Zufallsvariablen mit

gemeinsamer Verteilung,

- dann heiRen X, X,,..., X  Zufallsstichprobe aus X, wenn jedes X,

wie X verteilt ist. n ist Stichprobenumfang und die Werte X, X,,..., X,
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der Zufallsvariablen X, X,,..., X heillen Realisierung oder Wert der

Stichprobe.

- Eine Zufallsstichprobe X, X,,..., X, heil3t einfache Stichprobe aus

X, wenn X, X,,..., X aulerdem stochastisch unabhangig sind.

Eine Zahl, die von der Verteilung von X abhangt, nennt man einen
Verteilungsparameter. Die wichtigsten Parameter sind der Erwartungs-

wert, die Varianz, die Quantile sowie die Interwallwahrscheinlichkeiten.
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Beispiel:

Die untersuchte Grundgesamtheit G besteht aus allen Haushalten in
Deutschland im Jahr 2001. Untersuchungsmerkmal ist das verfugbare
monatliche Haushaltseinkommen. Da die Grundgesamtheit sehr grol} ist,
soll nur ein Teil der Einkommen statistisch erhoben werden. Durch ein
Experiment wird ein Haushalt zufallig ausgewahlt (zufallig heildt, jeder
Haushalt besitzt die gleiche Chance, ausgewahlt zu werden). Dann
werden durch erneute Zufallsauswahl aus der Grundgesamtheit G unab-
hangig voneinander weitere Haushalte gezogen und entsprechende Ein-

kommen festgestellt.
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Durch X, (verfligbares monatliches Einkommen des Haushalts 1) ist

eine Zufallsvariable X gegeben. Die Einkommenswerte X;,X,,...,X, kon-

nen als Realisierungen einer Stichprobe aus X, X,,...,X. aus X auf-

gefasst werden.

3.1.2. Stichprobenfunktionen

Statistische Verfahren beruhen auf Zufallsstichproben aus einer oder
mehreren Zufallsvariablen. Eine Stichprobe X, X,,...,X, aus X geht

jedoch meistens nicht direkt, sondern uber eine Funktion
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(X, X, X))
in das Verfahren ein. Die Funktion g(X,, X,,...,X, ) ist selbst eine Zu-

fallsvariable und wird Stichprobenfunktion genannt.

Wichtige Stichprobenfunktionen sind das Stichprobenmittel und die

Stichprobenvarianz.

Das arithmetische Mittel der Beobachtungen X, heilt Stichproben-

mittel:

x_:ii X
n =1
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Stichprobenvarianz:

Z(x - X)? = sz—iz

3.2 Stichprobenverteilungen

Die Stichprobenparameter wie Mittelwert, Anteilswert, Varianz und an-
dere sind Realisationen von Zufallsvariablen. Ihre Wahrscheinlichkeits-

verteilungen nennt man Stichprobenverteilungen.
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Verteilung des Stichprobenmittelwertes

Sei X ~N(g,0) und sei X, X,,...,X_ eine Stichprobe aus X (normal-
verteilte Stichprobe). Dann gilt fur das Stichprobenmittel:
o
—)
Jn

Denn bei groem Stichprobenumfang N qilt fur die Verteilung des Stich-

X ~N(u,

probenmittelwertes X:

E(X)=x und o, =——

Jn



- Prof. Dr. Roland Flss Statistik I

X ist (nach dem zentralen Grenzwertsatz) anndhernd normalverteilt.

Dies bedeutet, dass die ZV, fur die der beobachtete Stichprobenmittel-

wert X eine Realisation darstellt, asymptotisch normalverteilt ist mit den

o
Parametern 4 und ﬁ (gilt bei beliebiger Verteilung von X und Unab-

hangigkeit (Stichprobe mit Zurucklegen)).

Man geht davon aus, dass bei einem Stichprobenumfang von n > 30 die

Ausgangsverteilung keine Rolle spielt.



- Prof. Dr. Roland Filiss Statistik I SS 2008 %k

Aber:
nicht nur Stichprobenumfang, sondern auch Verteilung des Merkmals in

der GG ist relevant

Durch Standardisieren der ZV X erhalt man den standardisierten

Stichprobenmittel:

X —

W

~N(0,1)

ist anndhernd standardnormalverteilt.
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Hieraus folgt die Wahrscheinlichkeitsaussage

P(u-1z-oy <>?<,U+Z'0>z)=D(Z) (direkter Schluss)

Direkter Schluss = Schluss von der Grundgesamtheit auf die Stichprobe:

,Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallt ein Stichprobenmittelwert in ein
vorher bestimmtes Intervall oder umgekehrt.“ Dabei beschreibt D(z) die

uber dem symmetrischen Intervall [-z, +z] liegende Wahrscheinlichkeit.

10
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Verteilung des Stichprobenanteilswertes

Entsprechendes gilt fiir den Anteilswert H einer groRen Stichprobe:

p(L—p)
N

E(H)=p und qﬂzJ

Hist annahernd normalverteilt bzw. mit :=1-p,

H-p _

Jpa/n

annahernd standardnormalverteilt

N(0,1)

11
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3.3 Intervallschatzungen mit grof3en Stichproben

Trotz der guten Eigenschaften der Punktschatzungen, weil3 man nicht,
welches Vertrauen man in sie legen kann. Anders ist das bei den Inter-
vallschatzungen. Bei Intervallschatzungen kann man die Wahrschein-
lichkeiten angeben, mit denen ein Schatzer in ein bestimmtes Intervall
fallt.

Intervallschatzung basiert wie der direkte Schluss auf der Wahrschein-

lichkeitsaussage. Man erhalt nun ein Intervall um .

= Umkehrschluss oder Ruckschluss

12
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Begriff des Konfidenzintervalls:

Gilt fur das Zufallsintervall [Q+,Q2] und einen bestimmten Parameter g

P(Q,<£9<Q,)=1-«a, d.h. (iberdeckt das Intervall den unbekannten Para-
meter ¢ mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit 1-a, dann heil3t

[Q+,Q,] Konfidenzintervall fir g zum Konfidenzniveau 1-a.

13
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« 1-a = Konfidenzwahrscheinlichkeit. Sie gibt an, inwieweit man darauf

vertrauen kann, dass der unbekannte Wert g im Konfidenzintervall

liegt.

* a = Irrtumswahrscheinlichkeit. Sie gibt an, wie oft man sich im Mittel

irrt, wenn man Konfidenzintervalle aufstellt.

* Q4; Q, = Konfidenz- oder Vertrauensgrenzen.

14
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Konfidenzintervalle fur Mittelwerte
Die Intervallschatzung stellt die Umkehrung des direkten Schlusses (s.0.)
dar und heil3t auch Umkehrschluss oder Rlckschluss (indirekter

Schluss).

Indirekter Schluss: Schluss von der Stichprobe auf die unbekannte

Grundgesamtheit.

Konfidenzintervall um den Mittelwert y:

15
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KONF (X-zo, S u<X+ioy)=1-a
In den meisten Fallen ist aber auch die Varianz des Merkmals in der
Grundgesamtheit unbekannt, so dass man sie schatzen muss,
. 6
Os = ﬁ
um das Konfidenzintervall zu bestimmen:

KONF (X—-zoy < u<X+ioy)=1-«

Dadurch entsteht eine zusatzliche Ungenauigkeit.

16
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Konfidenzintervalle fur Anteilswerte:

Bei groRen Stichproben werden die Intervalle fur Anteilswerte analog

geschatzt Normalverteilung als Naherungsverteilung):

KONF(H —z,/% <p<H=+z, /%): D(z)=1-a (Riickschluss)

Da zu schatzende P wird durch den Stichprobenanteilswert h ersetzt

und das Konfidenzintervall fur Anteilswerte lautet:

17
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M=) <y M=)
n n

KONF(h -z

)=1l-«

3.4 Chi-Quadrat-Verteilung

Seien U ,U,,...,U unabhangige N(0,1)-verteilte Zufallsvariablen. Dann

besitzt

Q= ZiV:1Ui2 N ZVZ
eine Chi-Quadrat-Verteilung (v = Anzahl der Freiheitsgrade).

18
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Chi-Quadrat-Verteilung ist eine stetige Verteilung auf [0,~] (positive
Wahrscheinlichkeitsdichte). Diese Verteilung ist asymmetrisch und

rechtsschief:

-;{_2-Verteilung
Verteilungsfunktion

flx
045 020 025 030

000 005 010
|

19
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Der Erwartungswert und die Varianz dieser Verteilung sind:

E[Q]=v und V[Q]=2v

Sei X, X,,..., X, eine Stichprobe aus X ~ N (u,0). Aus der Definition
der Chi-Quadrat-Verteilung folgt, dass

S8

q

20
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Es gilt auRerdem:

nasz :oj'-zi(xi _>—<)2 :i[Xi _X) ~Z§—1

O

2
O

Die Stichprobenvarianz S? ist somit verteilt wie das | -fache einer

Zr?—l -verteilten Zufallsvariable.

21
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3.5 t-Verteilung

Seien U und Q stochastisch unabhangig, wobei U standardnormal ver-

teilt U ~ N(0,1) und Q chi-Quadrat-verteilt U ~ 7~ ist.

W=y
Die Verteilung von _\/6 heiBt t-Verteilung (auch Student-

Verteilung genannt) mit Parameter V.

U
W :ﬁ\/; ~1, (mit V = Anzahl der Freiheitsgrade).

22
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FUr diese Verteilung gilt:

Vv
EW]=0, fallsv>=2  und V[W]:E >1 falls v>3.

Die Dichtefunktion der t-Verteilung ahnelt der Dichte der Standard-
normalverteilung. Sie ist symmetrisch um Null. An den Flanken weist
jedoch die Dichte der t-Verteilung mehr Masse als die N(0,1)-Dichte auf.
Mit steigender Anzahl der Freiheitsgrade (fir v >40) konvergiert die t-

Verteilung gegen die Standardnormalverteilung.

23
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t-Verteilung Verteilungsfunktion
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3.6 Intervallschatzung mit kleinen Stichproben

Bei groBen Stichproben lassen sich die Konfidenzintervalle leicht kon-
struieren, da nach dem zentralen Grenzwertsatz die Normalverteilung

eine gute Naherung fur die wahre Stichprobenverteilung darstellit.

Bei kleinen Stichproben ist es jedoch nicht gegeben. Nur in den
Situationen, wenn das Merkmal bereits in der Grundgesamtheit normal-
verteilt ist, wird die Konstruktion von Konfidenzintervallen wieder einfach.
Wegen der Reproduktionseigenschaft der Normalverteilung ist der Stich-

probenmittelwert auch normalverteilt.

25
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Konfidenzintervalle fir Mittelwerte

Wenn die Stichprobe aus einer normalverteilten Grundgesamtheit
. o X-u o
stammt, ist der Quotient 5 auch fur kleine Stichproben Student-t-
X

verteilt mit n-1 Freiheitsgraden.

Hieraus folgt die Wahrscheinlichkeitsaussage:

Pt <2 <4ty = F. ()~ F. (1

N

Ox

26
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Das Konfidenzintervall fur 4 lautet:

KONF(X -t oy Su<X+t, 0.)=1-«

mit dem (1- a/2)-Quantil: t,[l-a/2]=-, |a/2]
Konfidenzintervalle fur Varianzen

Die Varianz S° einer Stichprobe ist eine Zufallsvariable. lhre Verteilung

lasst sich berechnen fur den Fall, dass das Merkmal in der Grund-

27
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gesamtheit annahernd normalverteilt ist und die einzelnen Stichproben

unabhangig gezogen werden.

Wenn das Merkmal in der Grundgesamtheit normalverteilt ist, so ist der

s,
Quotient n?:%—l chi-Quadrat-verteilt mit n—1 Freiheitsgraden.

2 2
KONF| 1> <o?<— "> |14
Zn—l[l_alz] Zn—l[alz]

Chi-Quadrat-Verteilung ist keine symmetrische Verteilung,

28
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F(Zuznten) =al?2

F(z2.)=1-al?2 beide Stellen sind positiv.
)
M
a -« a
2 S 2
ZZ
2 2
Zu.nten Zuben

Quelle: J. Schira (2003), S. 461.

29
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3.7 Ubersicht Varianzen

- Varianz in der Stichprobe

1¢ 15
2 7 \2 Y —
S = HZ(XJ' — X) mit n = Stichprobenumfang und X = HZXJ
i=1

i=1

- Varianz in der Grundgesamtheit

1< , ;o
WZ(XJ — 1) mit N = Stichprobenumfang und # = WZXJ.
- i=1

2
O =

30
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- Geschatzte Varianz in der Grundgesamtheit

N
~2 2
n—1 S mit n-1 = Anzahl der Freiheitsgrade

- Varianz des Stichprobenmittelwertes

2
O

n

V(X)=0c

| N

- Geschatzt Varianz des Stichprobenmittelwertes

a2
—_ ) O'

>
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